Stabilitat von geschalteten differential

algebraischen Gleichungen

Stephan Trenn
Institut fiir Mathematik, Technische Universitit [Imenau

GAMM-FA |, Dynamik und Regelungstheorie", Miinchen, 28.03.2009,
10:20 - 10:45

m.



Inhalt

© Einleitung
o Systemklasse: Definition und Motivation
@ Destabilisierte Beispiele

© Klassische DAEs
@ Losungen: Konsistenz und zugrundeliegende ODE
o Lyapunov-Funktionen

e Distributionelle Losungen fiir geschaltetet DAEs

@ Stabilitit von geschalteten DAEs
o Impulsfreiheit
@ Beliebiges Schalten
@ Sprungfreies Schalten
@ Langsames Schalten

Stephan Trenn Institut fiir Mathematik, Technische Universitat limenau

Sta von geschalteten differential



Einleitung
e0

Geschaltete DAEs

Homogene geschaltete lineare DAE (differential algebraic equation):
(swDAE) Eg(pyx(t) = Agyx(t) bzw. E,x = A,x
mit

o Schaltsignal o : R — {1,2,..., N}

o stiickweise konstant, rechtsseitig stetig
o lokal endlich viele Spriinge

o Matrizenpaare (E1, A1),. .., (En, An)
o B, A, ER™" p=1,... N
o (Ep, Ap) reguldr, d.h. det(E,s — A,) £0
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Einleitung
oe

Motivation und Fragestellung

Wieso geschaltete DAEs E,x = A,x 7
@ Modellierung elektrischer Schaltkreise mit Schaltern
@ DAEs Ex = Ax+ Bu mit geschalteter Riickfiihrung

u(t) = Fox(t) oder
u(t) = Fo(eyx(t) + Gy(ryX(t)

© Approximation zeitvarianter DAEs E(t)x = A(t)x durch stiickweise
konstante DAEs

Fragestellung

Epx = Apx asymp. stabil Vp LS E,x = Ay;x asymp. stabil
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Einleitung

@00

Beispiel 1a und 1b

Beispiel la: Beispiel 1b:
@a-([5 30 ) @a- (5]
S A |

X2 X2 X2

X1 X1

Stephan Trenn Institut fiir Mathematik, Technische Universitat llmenau

Stal on geschalteten differential algebraischen Gleichungen



Einleitung
oeo

Beispiel 2

Beispiel 2:

(Er, Ar) = ({ég?ﬂ , {{/12 0o D (B2, 42) = ([3
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Einleitung
[e]e] ]

Beispiel 3

Beispiel 3:

(e = ([338] [ 52))

X3

X1
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Klassische DAEs
o0

Losungen bei klassischen DAEs

Betrachte zunichst Ex = Ax.

Theorem (WeierstraB 1868) (E,A) = <{f1’ 4 8} ’ {:41“ P 8D
000 -1 -
(E,A) regulir < « b
3S, T € R™" nvertierbar: 3
I 0| (J O
(SET, SAT) = ([O N] , [0 /D ,
N nilpotent —

X1
Folgerung (fiir regulire (E, A))
x l6st Ex = Ax &
x(t) = Velty

VeRM™Mm JeRMXM vy e RM,
Konsistenzraum: €g py := im V
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Klassische DAEs
oce

Konsistenzprojektoren

o n () =1 7 ()

Konsistente Anfangswerte: (‘g)) e R”

Beliebiger Anfangswert R” 5 (;f) A (‘g) konsistenter Anfangswert
0

Definition (Konsistenzprojektoren fiir regulire (E, A))

Seien S, T € R™" invertierbar mit (SET,SAT) = ([4 %1.[2°%]):

I 0] -
n(E,A):T[O O]Tl

Bemerkung: Mg 4y lasst sich einfach und direkt aus (E, A) berechnen
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Klassische DAEs
[

Lyapunov-Funktionen fiir regulire (E, A)

Definition (Lyapunov-Funktion fiir Ex = Ax)
Q=0 >0auf C(ga und P =P >0lsse
ATPE + ETPA= —Q (verallgemeinerte Lyapunovgleichung)
Lyapunov-Funktion V : R" — Rs : x — (Ex)T PEx
V' monoton fallend entlang Ldsungen:
4V (x(t)) = (Ex(t)) ' PEx(t) + (Ex(t)) " PEx

= x(t)"ET PAx(t) + x(t)" AT PEx(t)
=—x(t)TQx(t) <0

Theorem (Owens & Debeljkovic 1985)
Ex = Ax asymptotisch stabil < 3 Lyapunov-Funktion
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Distributionelle Losungen fiir geschaltetet DAEs
o

Zwischenstand: Probleme und Losungen

o
(2]
o
(%]
(5]

Stephan Trenn

Stabilitatskriterium fiir einzelne DAEs E,x = Apx

= Lyapunov-Funktionen

Keine klassischen Losungen

= Erlaube Spriinge in Lésungen

Wie “springt” inkonsistenter Anfangswert auf konsistenten?
= Konsistenzprojektoren Mg - -5 Mgy, Ax)
Differentiation von Spriingen

= Raum der Distributionen als Losungsraum
Multiplikation mit nicht-glatten Koeffizienten

= Raum der stiickweise glatten Distributionen

= Existenz und Eindeutigkeit von L&sungen

= Deutlich gréBere Systemklasse kann betrachtet werden
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Stabilitit von geschalteten DAEs

@ Stabilitit von geschalteten DAEs
o Impulsfreiheit
@ Beliebiges Schalten
@ Sprungfreies Schalten
@ Langsames Schalten
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Stabilitit von geschalteten DAEs
[ ]

Asymptotische Stabilitdt und impulsfreie Losungen

Definition (Asymptotische Stabilitdt einer geschalteten DAE)

(swDAE) asymptotisch stabil :<
V distr. Lésungen x: limy— o x(t) = 0 und x ist impulsfrei

Im folgenden M, := Mg, 4,) Konsistenzprojektor zu (E,, Ap)

Impulsfreiheitsbedingung
(IFB): Vp, g€ {1,....,N} : E,(/ —Mp)Mg =0

Theorem (T. 2009)
(IFB) = Alle Lésungen von E,x = A,x impulsfrei
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Stabilitit von geschalteten DAEs
[ ]

Stabilitat unter beliebigem Schalten

Betrachte (swDAE) mit zusitzlicher Annahme:
(3Vp): Vpe{l,...,N} 3 Lyapunov-Funktion V, fiir (E,, Ap)
d.h. jede DAE (E,, A,) ist asymp. stabil

Lyapunov-Sprung-Bedingung
(LSB): Vp,g=1,...,NVx € € a): Vp(Mpx) < Vy(x)

Theorem (Liberzon & T. 2009)
(IFB) A (3Vp) A (LSB) = (swDAE) asymtotisch stabil

Beispiele 1a, 1b, 2 und 3 erfiillen (IFB) und (3V,),
aber nur 1b erfiillt (LSB)
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Stabilitit von geschalteten DAEs
L o]

Sprungfreies Schalten

Betrachte Spezialfall, dass Schalten keine Spriinge erzeugt. Fiir x° € R”
definiere

3 Lasung x von (swDAE)
Yo:=1¢ o:R—{1,...,N} | mit x(0) =x° und

x hat keine Spriinge

Schwache Lyapunov-Bedingung
(sLB): Vp,g=1,... . NVx € €g,a,)NCE, a,):  Volx) = V4(x)

Theorem (Liberzon & T. 2009)

0 € L0 A x Lésung von (swDAE) mit x(0) = x° A (3V,) A (sLB)
= x(t) — 0 und x impulsfrei
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Stabilitit von geschalteten DAEs
oe

Anwendung auf Beispiele

Beispiele 1a und 1b:

(3V,) und (sLB) erfiillt
): ABER: ¥,0 = () falls x° # 0

d.h.: Ergebnis nicht sinnvoll

Beispiel 2:
- (3V,) und T, # 0 fiir einige x°
ABER: (sLB) nicht erfiillbar

Beispiel 3:
— Alle Voraussetzungen erfiillt!
| = Alle sprungfreien Losungen asymp. stabil
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Stabilitit von geschalteten DAEs
L 1)

Langsames Schalten

Betrachte die Menge der langsamen Schaltsignale, 7 > 0:

V Schaltzeiten
Y=< o:R—={1,...,N} |  eR,i€Z:
tiq1— t >T

Theorem (Liberzon & T. 2009)
Ir>0VoeX™: (IFB) A (3V,) = (swDAE) asymptotisch stabil

Nochmal zur Erinnerung:
(IFB): Vp,qg € {1,..., N} : (1 = Mg, a,))N(E, .4,) =0
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Vielen Dank fiir lhre Aufmerksamkeit!
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Appendix

Distributionelle Losungen

Beispiel (Inkonsistente Anfangswerte)
0 0 (xa) _ [ @Xl:o auf [0, 00)
1 0 5(2 X2 Xo = )'(1 ’
X1\ _ 1 -
(X2> = (O) auf (—o0, 0)

X1

Offensichtlich: x; = 1(_w 0)

f(—
X2:{0, auf (—o0,0)

)'(1 = —50, auf [0, OO)
also: xo = dg (Dirac Impulse)
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Appendix

Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen

Im folgenden: Raum der stiickweise glatten Distributionen als
Lésungsraum.
Betrachte nun wieder E,x = A,x mit

e 0:R —{1,..., N}, lokal endlich viele Spriinge

o (E1,A1),...,(En,An) regular

Theorem (T. 2009)

Fiir jede Anfangstrajektorie x° : (—o0,0) — R" existiert eine eindeutige
distributionelle Lésung von

x=x%  auf(—o0,0)
E,x = Asx auf[0,00)

Bemerkung:

x distr. Losung von E,x = A,x
= VteR:x(t+)= n(Eg(t),Aa(t))X(t_)
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Appendix
Berechnung der Konsistenzprojektoren

Theorem (Quasi-WeierstraB form, Berger, llchmann, T. 2009)
Sei (E, A) regular.

Vo = Rn, Vk+1 = A_I(Evk)y kZO,l,...,k*
Wo = {0}, Wi1 i= ETHAW), k=0,1,... k"

SeiimV = Vi, imW =Wy und T := [V, W], S7t :=[EV, AW] dann

(SET,SAT):([I N],[J ’D
Bemerkungen:

0 Vi D Vi1 und Wi C Wi
@ V und W lassen sich mit einfachen Matlab-Programmen berechnen
o Also auch Mg ay = T[43] T~ einfach berechenbar
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Appendix

Matlab Code zum Berechnen der Konsistenzprojektoren

Berechnung einer Basis des Urbildes A™(im S):

function V=getPrelmage (A,S)
[m1,n1]=s%ze(A); [m2,n2]=size(S);
if mi==m2 | m2==

H=null([A,S]);
V=colspace(H(1:n1,:));

end;

Berechnung von V mit im V = Vi

function V = getVspace(E,A)
[m,nl=s%ze(E);
if (m==n) & size(E)==size(A)
V=eye(n,n);
oldsize=n; newsize=n; finished=0;
while finished==0;
EV=colspace(E*V);
V=getPrelImage (A,EV);
oldsize=newsize;
newsize=rank(V);
finished = (newsize==oldsize);
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