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Differential-algebraische Gleichungen

Ex=Ax+Bu+v

c E singular (1)
y==x

Welcher Losungsraum?
Welcher Typ Koeffizienten?

Anforderungen an Lésungsraum £

o Distributionelle Lésungen, d.h. £ C D = {Distributionen auf R}
@ Inkonsistente Anfangswerte, d.h. Einschrankung auf Intervalle
o Geschaltete Systeme (switched systems), d.h. Koeffizienten unstetig
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Erinnerung: Distributionen

o Testfunktionen:
C° ={ peC>®R—R) |suppf ist kompakt }
@ Distributionen:
D:={D:C;° — R | D ist linear und stetig }
o Distributionen mit gegebenen Trager M C R:

Dy:={DeD |suppDC M }
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Erinnerung: Distributionen

o Testfunktionen:
C° ={ peC>®R—R) |suppf ist kompakt }
@ Distributionen:
D:={D:C;° — R | D ist linear und stetig }
o Distributionen mit gegebenen Trager M C R:
Dy:={DeD |suppDC M }
DeDyy, teR = Jag,...,an €R:D =31 ;6!

Dirac-Impulse und dessen Ableitungen: 5§i)(g0) = (=1)"(t)
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Vorbetrachtung: Stiickweise glatte Funktionen

Definition (Stiickweise glatte Funktionen)
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Losungsraum: Stiickweise glatte Distributionen

Definition (Stiickweise glatte Distributionen Dyycoo)

D € Dpwe~ C D ist eine stiickweise glatte Distribution

~—

3feCyy, Jzulassiges TCR I { D, eDyy [teT }:

D=f+) D
teT
o
E )
o ‘/\
[Dti th+1
ti—1 t; tit1
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Eigenschaften von stiickweise glatten Distributionen

Satz (Eigenschaften von Dpuco)
Sei D = f]]) + ZtET Dt € ]D)pWCoo.
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Eigenschaften von stiickweise glatten Distributionen
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Sei D = f]D) + ZtET Dt € ]D)pWCoo.
@ Abgeschlossenheit beziiglich Differentiation und Integration:
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Eigenschaften von stiickweise glatten Distributionen

Satz (Eigenschaften von Dpuco)
Sei D = f]D) + ZtET Dt € ]D)pWCoo.

@ Abgeschlossenheit beziiglich Differentiation und Integration:
D' e Dpwcoo und fto D e ]D)pWCoo

@ Punktweise Auswertung moglich:

to € R: D(to—), D(to+) € R und D[to] € Dyyyy
o Einschrinkung auf Intervalle méglich:

M C R Interval: Dy € Dpyee NDy

o Multiplikation mit stiickweise glatten Funktionen mdéglich:
a € Cg\f, i aD e Dyyee-
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Eigenschaften von stiickweise glatten Distributionen

Satz (Eigenschaften von Dpuco)
Sei D=fp+> ,c1 Dt € Doucos.
@ Abgeschlossenheit beziiglich Differentiation und Integration:
D’ € Dpweee und ffo D € Dypwcee
@ Punktweise Auswertung moglich:
to € R: D(to—), D(to+) € R und D[to] € Dyyyy
o Einschrinkung auf Intervalle méglich:
M C R Interval: Dy € Dpyee NDy

o Multiplikation mit stiickweise glatten Funktionen mdéglich:
a € Cg\f, i aD e Dyyee-

Definition von Einschrankung fiir allgemeinen Distributionen ist nicht
moglich.
Beispiel: D = Y, . dndg, € D\Dpwese, dp = (="

n
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E()X' =A()X+B(-)U+V
Y = C()X

E, A, B, C Matrizen iiber C3y,

X, U, V,Y Vektoren iiber Dy, coe
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Distributionelle DAE

Distributionelle DAE

E()X' =A()X+B(-)U+V
Y = C()X

E, A, B, C Matrizen iiber C3y,
X, U, V,Y Vektoren iiber Dy, coe

FuBnote: Es ist sogar méglich, distributionelle Koeffizienten zuzulassen.
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Distributionelle DAE

Distributionelle DAE

E()X' =A()X+B(-)U+V
Y = C()X

E, A, B, C Matrizen iiber C3y,

X, U, V,Y Vektoren iiber Dy, coe

Historische Anmerkung

Ahnliche Ansitze zu einem distributionellen Lésungsraum in Hinrichsen
und Pritzel-Wolters 1980, Cobb 1984, Rabier und Rheinboldt 2002
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Losungstheorie

, Behavior" Sichtweise (Willems 1986)

Betrachtung des , Behaviors™ B, d.h., die Menge aller Lésungstrajektorien

EX'= AX + BU+V,

N
€ Poe=)™ |y ox

<< <X
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Losungstheorie

, Behavior" Sichtweise (Willems 1986)

Betrachtung des , Behaviors™ B, d.h., die Menge aller Lésungstrajektorien

X
EX'= AX + BU+V,

N
€ Poe=)™ |y ox

U
%4
Y

Klassische Sichtweise - Annahmen

o Existenz einer Losung fiir alle Inhomogenitaten V
o Eindeutigkeit, d.h. X1, X, Losungen fiir vorgegebes U und V:

dtp e R : Xl(—oo,to) = X2(—oo,t0) = Xi=X
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Begriff der Steuerbarkeit

Steuerbarkeit im Sinne der ,,Behavior® Sichtweise

Kann jede Trajektorie in endlicher Zeit in eine beliebige andere mittels
einer dritten Trajektorie iiberfiihrt werden?
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Begriff der Steuerbarkeit
Steuerbarkeit im Sinne der ,,Behavior® Sichtweise

Kann jede Trajektorie in endlicher Zeit in eine beliebige andere mittels
einer dritten Trajektorie iiberfiihrt werden?

Steuerbarkeit im klassischen Sinne

Kann von jedem Anfangswert durch geeignete Wahl von U jeder Zustand
in endlicher Zeit erreicht werden?
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Begriff der Steuerbarkeit
Steuerbarkeit im Sinne der ,,Behavior® Sichtweise

Kann jede Trajektorie in endlicher Zeit in eine beliebige andere mittels
einer dritten Trajektorie iiberfiihrt werden?

Steuerbarkeit im klassischen Sinne

Kann von jedem Anfangswert durch geeignete Wahl von U jeder Zustand
in endlicher Zeit erreicht werden?

Weitere Konzepte:
@ R-steuerbar

@ Impuls-steuerbar
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Steuerbarkeit bei distributionellen DAEs

Problem

Keiner der vorgenannten Steuerbarkeitsbegriffe ist fiir distributionelle
DAEs vollstandig geeignet, denn

o distributionelle Eingdnge werden nicht beriicksichtigt oder

o distributionelle Zustande werden nicht beriicksichtigt.

= Neue Definitionen fiir Steuerbarkeit nétig!
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Erste Ideen zur Steuerbarkeit

Definition (Sprung-Steuerbarkeit)

EX’ = AX 4+ BU + V heiBt sprung-steuerbar in ty € R

<~
VV aus Dpwee Vxy €R” VAx € R” JSteuerung U aus Dpycoo

JLosung X des inkonsistenten AWP EX’ = AX + BU + V, X(to—) = Xy
mit:

X(to+) — X(to—) = Ax
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Erste Ideen zur Steuerbarkeit

Definition (Sprung-Steuerbarkeit)

EX’ = AX 4+ BU + V heiBt sprung-steuerbar in ty € R
<~
VV aus Dpwee Vxy €R” VAx € R” JSteuerung U aus Dpycoo
JLosung X des inkonsistenten AWP EX’ = AX + BU + V, X(to—) = Xy
mit:

X(to+) — X(to—) = Ax

Satz (Sprung-Steuerbarkeit fiir klassische ODEs)

klassische zeitinvariante ODE x' = Ax + Bu steuerbar
<~
distributionelle ODE X’ = AX 4+ BU + V sprung-steuerbar
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Fragestellungen zur Sprung-Steuerbarkeit

Impulsfreiheit in ty

Lasst sich ein U finden, mit
X(to+) — X(to—) = Ax

und
X[to] = 07?
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Fragestellungen zur Sprung-Steuerbarkeit

Impulsfreiheit in ty

Lasst sich ein U finden, mit
X(to+) — X(to—) = Ax

und
X[to] = 07?

Notwendige Impuls-Ordnung vom Eingang

Was ist minimales n, so dass

den geforderten Sprung Ax realisiert?
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Weitergehende Steuerbarkeitsbegriffe

Ableitungs-Spriinge vorgeben

Statt X(to+) — X(to—), die Differenz der g-ten Ableitung vorgeben:

XD(t4) — XD (tg—) L Ax
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Weitergehende Steuerbarkeitsbegriffe

Ableitungs-Spriinge vorgeben

Statt X(to+) — X(to—), die Differenz der g-ten Ableitung vorgeben:

XD(t4) — XD (tg—) L Ax

Stammfunktion-Spriinge vorgeben

Statt X(to+) — X(to—), die Differenz der g-ten Stammfunktion vorgeben:

T [ VR S

Entspricht: Impulse einer bestimmten Ordnung in ty vorgeben!
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Zusammenfassung

o Geeigneter Lésungraum D¢ definiert:

o Erlaubt saubere Behandlung von distributionellen Lsungen
o Erlaubt inkonsistente Anfangswerte
o Erlaubt unstetige Koeffizienten (geschaltete Systeme)
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o Erlaubt saubere Behandlung von distributionellen Lsungen
o Erlaubt inkonsistente Anfangswerte
o Erlaubt unstetige Koeffizienten (geschaltete Systeme)

o Neue Steuerbarkeitsbegriffe nétig, denn:

o Im Eingang nun auch Distributionen erlaubt
o Steuern von Impulsen an einer Stelle
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Zusammenfassung

o Geeigneter Lésungraum D¢ definiert:

o Erlaubt saubere Behandlung von distributionellen Lsungen
o Erlaubt inkonsistente Anfangswerte
o Erlaubt unstetige Koeffizienten (geschaltete Systeme)

o Neue Steuerbarkeitsbegriffe nétig, denn:

o Im Eingang nun auch Distributionen erlaubt
o Steuern von Impulsen an einer Stelle

o Offene Fragen:

o Algebraische Bedingungen fiir die verschiedene
Steuerbarkeitskonzepte
o ,,Behavior"-Sichtweise
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