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Geschaltete DAEs 0

Homogene geschaltete lineare DAE (differential algebraic equation)

(SWDAE) ’ Ea’(t))'((t) - Acr(t)x(t) ‘ bzw. E,x = A;x

mit
@ Schaltsignal o : R — {1,2,..., N}
o stiickweise konstant, rechtsseitig stetig
o lokal endlich viele Spriinge
e Matrizenpaare (Ei, A1), ..., (Ep, Ap)
o £, ApER™" p=1,...,p
o (Ep, Ap) reguldr, d.h. det(Eps — Ap) Z 0
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Einleitung
o] ]

Motivation und Fragestellung L

Wieso geschaltete DAEs E,x = A,x 7
© Modellierung elektrischer Schaltkreise mit Schaltern
@ DAEs Ex = Ax + Bu mit geschalteter Riickfiihrung

u(t) = Fox(t) oder
U(t) = Fo(t)X(t) + Grr(t)X(t)

© Approximation zeitvarianter DAEs E(t)x = A(t)x durch stiickweise
konstante DAEs

Fragestellung

E,x = Apx asymp. stabil Vp X E,x = A,x asymp. stabil
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Einleitung

Beispiele L
Beispiel 1: Beispiel 2:

(E1,A1)=

(
(B2, Az)= <

R B ) R GR (F
P S]) eme(

X1
Bemerkung: V(x) = x? + x2 ist Lyapunovfunktion fiir alle Teilsystem
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Klassische DAEs
[ Je]

Losungen bei klassischen DAEs w

Betrachte zunichst Ex = Ax.

Theorem (WeierstraB 1868) (E,A) = ({g § (é} ’ {141” . 8})
(E,A) regular <
35S, T € R™" nvertierbar:

(SET,SAT)—QCI) ,(\),]B (,)D

N nilpotent —
1
Folgerung (fiir regulére (E, A))
x lost Ex = Ax &
x(t) = Velty

VERanl JeRnlxnl VOERnl.
Konsistenzraum: € g py := im V
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Klassische DAEs
oe

Konsistenzprojektoren w

o ) (2)=1 ()

Konsistente Anfangswerte: (‘g) e R"

Beliebiger Anfangswert R” 5 <VVVO> AL (‘:)0> konsistenter Anfangswert
0

Seien S, T € R™" invertierbar mit (SET,SAT) = ([{ 3], [39]):

I 0]
n(E,A):T{O O}Tl

Bemerkung: Mg 4 lasst sich einfach und direkt aus (E, A) berechnen
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Klassische DAEs
(]

Lyapunov-Funktionen fiir regulédre (E, A) il

Definition (Lyapunov-Funktion fiir Ex = Ax)

Q=0Q >0auf €z und P=P >0 lose

ATPE + ETPA= —Q (verallgemeinerte Lyapunovgleichung)
Lyapunov-Funktion V : R” — Rsq : x — (Ex)T PEx
V' monoton fallend entlang Ldsungen:

9 (x(t)) = (Ex(t))  PEx(t) + (Ex(t)) " PEx

= x(t)"ET PAx(t) + x(t)" AT PEx(t)
= —x(t)"Qx(t) <0

Theorem (Owens & Debeljkovic 1985)
Ex = Ax asymptotisch stabil < 3 Lyapunov-Funktion
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Distributionelle Lésungen fiir geschaltetet DAEs

Zwischenstand: Probleme und Lésungen E
(swDAE) E % = Agx

Stabilitatskriterium fiir einzelne DAEs E,x = Apx
= Lyapunov-Funktionen

Keine klassischen Losungen
= Erlaube Spriinge in Losungen

Wie ,springt” inkonsistenter Anfangswert auf konsistenten?
= Konsistenzprojektoren Mg, 4,); - - - M(Ey,Ax)

Differentiation von Spriingen
= Raum der Distributionen als Lésungsraum

© 6 o6 o o

Multiplikation mit nicht-glatten Koeffizienten

= Raum der stiickweise glatten Distributionen

= Existenz und Eindeutigkeit von Ldsungen

= Deutlich gréBere Systemklasse kann betrachtet werden
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Stabilitat von geschalteten DAEs
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Asymptotische Stabilitat und impulsfreie Losungen ]

Definition (Asymptotische Stabilitdt einer geschalteten DAE)

(swDAE) asymptotisch stabil :< x ist impulsfrei und x — 0 fiir t — co

Im folgenden I, := Mg, 4,) Konsistenzprojektor zu (E,, Ap)

Impulsfreiheitsbedingung
(IFB): Vp,q € {1,...,N} : E,(/ —M,)[y; =0

Theorem (T. 2009)
(IFB) < Alle Lésungen von E,x = A,x sind impulsfrei Yo

Stephan Trenn (gemeinsam mit Daniel Liberzon und Fabian Wirth) Institut fiir Mathematik, Julius-Maximilians-Universitat Wiirzburg

Stal on geschalteten DAEs



Stabilitat von geschalteten DAEs
o

Stabilitat unter beliebigem Schalten W

Betrachte (swDAE) mit zusatzlicher Annahme:
(3V,): Vpe{l,...,N} 3 Lyapunov-Funktion V, fiir (E,, Ap)
d.h. jede DAE (E,, Ap) ist asymp. stabil

Lyapunov-Sprung-Bedingung
(LSB): Vp,g=1,...,NVx € €g a): Vp(Mpx) < Vy(x)

Theorem (Liberzon & T. 2009)
(IFB) A (3V,) A (LSB) = (swDAE) asymtotisch stabil

Beispiele 1 und 2 erfiillen (IFB) und (3V,), aber nur 2 erfiillt (LSB)
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Stabilitat von geschalteten DAEs
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Langsames Schalten o

Betrachte die Menge der langsamen Schaltsignale, 7 > 0:

V Schaltzeiten
YTo=¢ o:R=>{l,...,N} | , eR,i€Z:

tip1—t=>T

Theorem (Liberzon & T. 2009)
dr>0Ve € X7: (IFB) A (3V,) = (swDAE) asymptotisch stabil

Nochmal zur Erinnerung:
(lFB) Vp, qc {1, ey N} : Ep(l — I'I(EP,AP))I'I(Eq,Aq) =0

Wie gesagt, Beispiel 1 und 2 erfiillen beide (IFB) und (3V,)
= Beide Beispiele asymptotisch stabil unter langsamen Schalten
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Stabilitat von geschalteten DAEs
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Kommutativitat und Stabilitdt bei geschalteten ODEs [t

Theorem (Narendra und Balakrishnan 1994)

Betrachte geschalte ODE

(swODE) X = Asx

mit A, Hurwitz, p € {1,2,...,p} und kommutierenden A, i.e.

[Ap, Agl = ApAqg — AjA, =0 Vp,ge{l,2,...,p} (K)
= (swODE) asymptotisch stabil Vo.
Beweisidee: Betrachte Schaltzeiten tg < t; < ... < tx < t und
pi :=o(ti+), dann
x(t) = e (11 @Ape 1 (B —t1) | oAp (2—11) gAp (1—t0) 5

K) gAan JAA

W Aty

.. e

und At, — oo fiir mindestens ein p und t — oo.
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Verallgemeinerung auf (swDAE) il

(swDAE) E % = A,x

Verallgemeinerung - Fragen

@ Welche Matrizen miissen kommutieren?

@ Was passiert mit den Spriingen?

Beispiel 1: (E1, A1) = ([§5]. [121]), (B2, A2) = (1981.[ %' 1))

[A1, Ao] = 0, aber instabiles Verhalten maglich
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Stabilitat von geschalteten DAEs
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Die Matrix A4ff W
. T I 0 {J O :
Sei (E, A) reguldr mit (SET, SAT) = o nlolo 1) N nilpotent

Erinnerung Konsistenzprojektor: g 4y = T Ll) 8} T

Definition (Differential-, Projektor")

@t _ |1 0O
H(EA)_T{O ol S

Satz (Dynamik der DAE)

X l6st Ex = Ax = x= I_I‘(jiEffA)Ax

. . J 0
diff .__ mdiff _ -1
A = O A= T {0 0} T
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Stabilitat von geschalteten DAEs
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Kommutativitatsbedingung w

Betrachte wieder geschaltete DAE:

(swDAE) E,x = A,x

Theorem (Liberzon, T., Wirth 2011)
(IFB) A (3V,) A

[AgifF’ Aiiff] =0 Vp,ge{l,2,...,p} ((K))

= (swDAE) ist asymptotisch stabil Yo und 3 gemeinsame
Lyapunovfunktion mit

V(Mpx) < V(x) VxVp

Interessant: Keine zusatzliche Bedingung an Spriinge!
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Stabilitdt von geschalteten DAEs
00000800

H H UNI

Beweisskizze | ]

Beweisidee: Aus

[A:I)ifvagifF] =0 qu € {1/2/P} (K)
folgt auch

[Me ASTT =0 A [, Mgl =0 A [AS7.1] =0.

Betrachte Schaltzeiten ty < t; < ... < tx < t und p; := o(t;+), dann

Adiffe 4 AN g diffr, diff (.
x(t) = e e k)l_lpke b (B 1)I_kaf1 et (2 tl)l_lpleAPo (1 to)l_lpoxo

(K) diff diff diff
SAY eA1 Atll—ll eA2 Atzrlz"'eAp Atpl—lpxo

und At, — oo fiir mindestens ein p und t — oo.
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Konstruktion Lyapunovfunktion L
[ASfEAD] =0 = 3T invertierbar:
An 0 0 0 Ay 0 0 O
TASTT—1 8 A82 8 8 TASTT—1 8 8 A(; 8
0 0 0 O 0 0 0 O

A,‘J‘ Hurwitz und [All,A21] =0 = HPL PQ, :D3 Spd

AEPI + P1A;1 <0 A A;Pl + P1Ay; <0
AEPQ + PyA1, <0
A:;Pg + P3A22 <0

=
P 0 0 O
_ 710 P 0 0] 1
P=T 0 0 P;3 O T
o o o0 [/
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Stabilitat von geschalteten DAEs
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Zusammenfassung E

Wir betrachteten geschaltete DAEs

(swDAE) Ey;x = Asx

@ Losungstheorie
o Keine klassischen Lésungen: Spriinge und Impulse
o Impulsfreiheitsbedingung
o Spriinge weiterhin erlaubt
@ Hinreichende Stabilitdtsbedingung
o Multiple Lyapunovfunktionen mit Sprungbedingung
o Langsames Schalten
e Kommutativitdt (insb. Lyapunovfunktionskonstruktion)

@ In Arbeit: Allgemeine inverse Lyapunov-Resultate
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