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Einleitung
@00

Geschaltete DAEs

Homogene geschaltete lineare DAE (differential algebraic equation):
(swDAE) Eg(pyx(t) = Agyx(t) bzw. E,x = A,x
mit

o Schaltsignal o : R — {1,2,..., N}

o stiickweise konstant, rechtsseitig stetig
o lokal endlich viele Spriinge

o Matrizenpaare (E1, A1),. .., (En, An)
o B, A, ER™" p=1,... N
o (Ep, Ap) reguldr, d.h. det(E,s — A,) £0
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Einleitung
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Motivation und Fragestellung

Warum geschaltete DAEs E,x = Ay,x ?
@ Modellierung elektrischer Schaltkreise mit Schaltern
@ DAEs Ex = Ax+ Bu mit geschalteter Riickfiihrung
u(t) = Foyx(t) oder
u(t) = Fg(t)X(t) =+ Go—(t))'((t)

@ Approximation zeitvarianter DAEs E(t)x = A(t)x durch stiickweise
konstante DAEs

Fragestellung

1) Losungstheorie
2) Impulsfreiheit von Lésungen
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Einleitung
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Elektrischer Schaltkreis mit Spule

d P . . . .
up = Lg;i immer & Sprung in i = Dirac-Impulse in u;
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Distributionen als Lésungen
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Distributionentheorie informell

Distributionen - Uberblick

@ Verallgemeinerte Funktionen
o Beliebig oft differenzierbar
@ Dirac-Impuls dp ist , Ableitung” der Sprungfunktion g o)

Grundsétzlich zwei formale Zugédnge

@ Funktionalanalytisch: Dualraum eines Raumes von Testfunktionen
(L. Schwartz 1950)

@ Axiomatisch: Raum aller ,Ableitungen” von stetigen Funktionen
(J.S. Silva 1954)
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Distributionen als Lésungen
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Distributionen - formal

Definition (Testfunktionen)

Cs° i ={¢:R—R | gist glatt mit kompakten Triger }

Definition (Distributionen)
D:={D:C5° — R | D ist linear und stetig }

Definition (Regulére Distributionen)
felip(R—-R): f:C —R, o [po(t)f(t) eD

Definition (Ableitung) Dirac Impulse in tp € R

D'(p) := =D(¢) 0, : C° — R,  » — (to)
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Distributionen als Lésungen
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Multiplikation mit Funktionen

Definition (Multiplikation mit glatten Funktionen)
aelC®: aD:=(p+— D(ayp)

Koeffizienten nicht glatt
Problem: E,, A, ¢ C*

Beobachtung:

E;x = Agx

i€ opay=p L Ea¥innn = (A

Neue Fragestellung: Einschrankung von Distributionen
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Distributionen als Lésungen
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Gewiinschte Eigenschaften der distr. Einschrankung

Distributionelle Einschrénkung:
{MCR | Mmessbar } xD—D, (M,D)+ Dy

wobei fiir jedes messbare M C R gelte
Q@ D +— Dy ist eine Projektion (linear und idempotent)
Q@ Vfelipn: (fb)w= (b

o . suppp CM = Du(p) = D()
Q Vo e (5 {suppgoﬂM:[Z) = Du(p)=0

Q (M;)ien paarweise disjunkt, M = ;. M;:

Dmyum, = Dmy + Dv,, D = Z Dw;, (Dwmy)py, =0
ieN

Eine solche distributionelle Einschrankung existiert nicht
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Distributionen als Lésungen
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Dilemma und Losung

Geschaltete DAEs Distributionen
@ Beispiele: distributionelle o distributionelle Einschrankung
Losungen nicht moglich
o Multiplikation mit nicht-glatten o Multiplikation mit nicht-glatten
Koeffizienten Koeffizienten unmdglich
@ Oder: Einschrankungen auf @ Anfangswertprobleme kénnen
Intervalle nicht formuliert werden

Zugrundeliegendes Problem

Raum der Distributionen zu groB.

Definition (Stiickweise glatte Distributionen Dyycoo)

f€Cons
Dowee =< fp+ Z D; T C R locally finite,
teT Vte T:D, =Y, a6l
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Distributionen als Lésungen
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Eigenschaften von Dyyce

00 “
pr " g ]D)pr°°

D € Dpwee = D’ € Dpuee

Einschrankung Dpycoe — Dpwe~, D — Dy fiir alle Intervalle
M C R wohldefiniert

Multiplikation mit C;-Funktionen wohldefiniert
Links- und rechtsseitige Auswertung an t € R: D(t—), D(t+)
Impuls bei t € R: D[t]

Anwendung auf (swDAE)

x l6st (swDAE) < x € (Dpwe)" und (swDAE) gilt in Dyycoe
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Losungstheorie
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Relevante Fragestellung

Betrachte E, x = A, x.
o Existenz von Losungen?
o Eindeutigkeit von Lésungen?
@ Verhalten bei inkonsistenten Anfangswerten?
@ Analyse von Spriingen und Impulsen in Ldsungen?
@ Bedingungen fiir die Impuls- bzw. Sprungfreiheit von Lésungen?

Theorem (Existenz und Eindeutigkeit)
Vx? € (Dpwe)" Vi € R Alx € (Dpwes)":
X(fOO,to) = XO(*OO,to)
(EoX)ita,00) = (AaxX)ito,00)

Bemerkung: Losung x heiBt konsistent genau dann, wenn E,x = A,x auf
ganz R.
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Impulse- und Sprungfreiheit

@ Impuls- und Sprungfreiheit von Lésungen
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Impulse- und Sprungfreiheit
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Konsistenzprojektor
Zu (E;, A;) wahle S;, T; invertierbar mit

(S,-E;Ti,S;AiTi)_<[(l) /ﬂ[é (/)D

Definition (Konsistenzprojektor)

Fiir alle Lésungen x von (swDAE) gilt

x(t+) = Ny(eyx(t—)
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Impulse- und Sprungfreiheit
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Impuls- und Sprungfreiheit

Theorem (Impulsfreiheit)
Fiir (swDAE) gelte

Vp,ge{l,...,N}: E,(1 —Ny)Ng =0,
dann ist jede (konsistente) Losung x € (Dpweoo) impulsfrei.

Wesentliche Beweisidee:
x(t+) — x(t—) € im(/ — Mp)Mg und Epx[t] = 0 = x[t] = 0.

Theorem (Sprungfreiheit)
Fiir (swDAE) gelte

Vp,ge{1,....,N}: (I =Ny, =0,

dann ist jede (konsistente) Lésung x € (Dpwce) sprung- und impulsefrei.
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Impulse- und Sprungfreiheit
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Beispiel

(E1, A1) =

(E2,A2) =

Spriinge?

Impulse?
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10 0] [o
0o L of,]o
0 0 o] |1
1 0 0] [o
0 L of,]o
0 0 o] |o

0

(I =M= [0

1

Ei(I —MNy)Ny, =0,

0 0] (1 0 0
01 = M=]0 10
0 1] -10 0
0 0] 1 0 0
01 = M=10 00
1 0] 0 0 0
0 0 0 00
0 0|, /I-=M)M=]0 1 0
0 0 -100
000
E(I-My)My=[0 L 0
000
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Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung:
o Motivation fiir geschaltete DAE (swDAE)
o Distributionelle Lésung: N6tig, aber zugleich unmoglich
@ Losung: Stiickweise glatte Distributionen

@ Anwendung der Losungstheorie: Bedingungen fiir Impulsfreiheit von
Loésungen

Ausblick und weitergehende Resultate
o Multiplaktion fiir D¢ definiert, z.B. 5:2=0

o DAEs Ex = Ax + f mit distributionellen Koeffizienten kdnnen
untersucht werden, z.B. x = dpx

@ Stabilitdtsuntersuchungen
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