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Distributionelle DAEs
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Distributionelle DAEs

E()x=A()x+f E singular
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,» Negative” Annahmen

o Koeffizientenmatrizen zeitvariant und nicht notwendigerweise stetig
@ Inhomogenitat nicht notwendigerweise stetig

@ Anfangswerte nicht notwendigerweise konsistent
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Motivation
[ Jele}

Distributionelle DAEs

E()x=A()x+f E singular
~—~ ~—
mXxn mxn

,» Negative” Annahmen

o Koeffizientenmatrizen zeitvariant und nicht notwendigerweise stetig
@ Inhomogenitat nicht notwendigerweise stetig

@ Anfangswerte nicht notwendigerweise konsistent

Hilfsmittel: Stiickweise glatte Distributionen

Stiickweise glatte Distribution =
Stiickweise glatte Funktion
+ lokal endlich viele Dirac-Impulse und deren Ableitungen
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Ein einfaches Beispiel aus der , Praxis”

S uelt) o, auf R\[0,1)
/ uc(t) = {1 — e, auf[0,1)

Stephan Trenn Institut fiir Mathematik, Technische Universitat limenau

Regularitat von distributionellen DAEs



Motivation
oeo

Ein einfaches Beispiel aus der , Praxis”

e uc(t)
t=0 t=1
\ ic(t)
t=0 t%1

Stephan Trenn

v C:_ lu,
ue(t) = 0, auf R\[0,1)
1—ewre, auf[0,1)
0, auf R\[0,1)
ic(t) = e, auf [0, 1)
=ir(t) (e'R% —1)61, beit=1
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Klassische Regularitat

Definition ((Klassische) Regaluritit)

(E,A) mit E,A € R™*" heiBt reguldr
=
n=mund det(AE — A) € R[A\]\{0}
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Klassische Regularitat

Definition ((Klassische) Regaluritit)

(E,A) mit E,A € R™*" heiBt reguldr
=
n=mund det(AE — A) € R[A]\{0}

Problem: Bedeutung fiir DAE Ex = Ax + f zundchst unklar
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Motivation
[e]e] J

Klassische Regularitat

Definition ((Klassische) Regaluritit)

(E,A) mit E,A € R™*" heiBt reguldr
=
n=mund det(AE — A) € R[A]\{0}

Problem: Bedeutung fiir DAE Ex = Ax + f zunéachst unklar

Theorem (Regularitat und distributionelle Lésungen)

(E,A) mit E,A € R™*" regulir
=
jedes Anfangstrajektorienproblem

0
X(_°°70) =X (—=00,0) (ATP)
(EX)[O,OO) - (AX + f)[O,oo)

hat genau eine Lésung
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Klassische Regularitat

Definition ((Klassische) Regaluritit)

(E,A) mit E,A € R™*" heiBt reguldr
=
n=mund det(AE — A) € R[A]\{0}

Problem: Bedeutung fiir DAE Ex = Ax + f zunéachst unklar

Theorem (Regularitat und distributionelle Lésungen)

(E,A) mit E,A € R™*" reguldr
=
Jjedes Anfangstrajektorienproblem

0
X(—oo,O) =X (—00,0) (ATP)
(EX)[O,OO) = (AX + f)[O,oo)

hat genau eine Lésung
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Regularitit und Aquivalenz

o0

Regularitat fiir distributionelle DAEs

Definition: Regularitat

(E,A) mit E, A€ (Con)™ " heiBt regular
=

jedes Anfangstrajektorienproblem

0
X(—o00,t0) = X(—o0,ty)

_ (ATP)
(EX)[fo’OO) = (AX + f)[fmoo)

hat genau eine Lésung
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Regularitit und Aquivalenz

o0

Regularitat fiir distributionelle DAEs

Definition: Regularitat

(E,A) mit E, A€ (Con)™ " heiBt regular
=

jedes Anfangstrajektorienproblem

0
X(—o00,t0) = X(—o0,ty)

_ (ATP)
(EX)[fo’OO) = (AX + f)[fmoo)

hat genau eine Lésung

Bemerkungen:
@ x und f: stiickweise glatte Distributionen

o (ATP) fiir allgemeine Distributionen nicht wohldefiniert!
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Regularitit und Aquivalenz
o] ]

Systemaquivalenz und Konsequenzen

(E1, A1) = (B2, A2)
=
3S € (Con)™ ™ 3T € (Cay)"™™ ", beide invertierbar, mit:

(E2a A2) = (SEl Ta SAIT - SEl T/)
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Regularitit und Aquivalenz
o] ]

Systemaquivalenz und Konsequenzen

(E1, A1) = (B2, A2)
=
3S € (Con)™ ™ 3T € (Cay)"™™ ", beide invertierbar, mit:

(Ez, A2) = (SE1T,SAIT — SE; T')

Bemerkungen:

e = ist Aquivalenzrelation und , kompatibel“mit Regularitit
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Regularitit und Aquivalenz
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Systemaquivalenz und Konsequenzen

(E1, A1) = (B2, A2)
=
3S € (Con)™ ™ 3T € (Cay)"™™ ", beide invertierbar, mit:

(Ez, A2) = (SE1T,SAIT — SE; T')

Bemerkungen:
e = ist Aquivalenzrelation und , kompatibel“mit Regularitit
o Fir (ElaAl) = (E27A2) gl't

El)'( = A1X + f X?:;rz E2Z == A22 + Sf
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Regularitit und Aquivalenz
o] ]

Systemaquivalenz und Konsequenzen

(E1, A1) = (B2, A2)

=

3S € (Con)™ ™ 3T € (Cay)"™™ ", beide invertierbar, mit:
(Ey, Ay) = (SELT,SALT — SE; T')

Bemerkungen:
e = ist Aquivalenzrelation und , kompatibel“mit Regularitit
o Fir (ElaAl) = (E27A2) gl't

El)'( = A1X + f X?:;rz E2Z == A22 + Sf

o T hat Spriinge = A; enthilt Dirac-Impulse
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Regularitit und Aquivalenz
o] ]

Systemaquivalenz und Konsequenzen

(E1, A1) = (B2, A2)
=
3S € (Con)™ ™ 3T € (Cay)"™™ ", beide invertierbar, mit:

(Ez, A2) = (SE1T,SAIT — SE; T')

Bemerkungen:
e = ist Aquivalenzrelation und , kompatibel“mit Regularitit
o Fir (ElaAl) = (E27A2) gl't

El)'( = A1X + f X?:;rz E2Z == A22 + Sf

o T hat Spriinge = A; enthilt Dirac-Impulse
= Multiplikation von Distributionen
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Notwendige Bedingungen
@000

Notwendige Bedingungen fiir Regularitat 1

Theorem (n = m)

(E,A) mit E,A € (Con)™" regulr
=
n=m
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Notwendige Bedingungen
@000

Notwendige Bedingungen fiir Regularitat 1

Theorem (n = m)
E,A) mit E,A e (C35)™ " regular
(E, ; o g

=
n=m
Beweisidee:

@ n > m: Mehr Variablen als Gleichungen, d.h. unterbestimmt,
zeige (lokale) Uneindeutigkeit von Lésungen des ATPs

@ n < m: Mehr Gleichungen als Variablen, d.h. iiberbestimmt,
zeige (lokale) Nichtlosbarkeit des ATPs

@ Beweis nutzt nur klassische Argumente, z.B. Theorem von Dolezal
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Notwendige Bedingungen
[o] le]e}

Notwendige Bedingungen fiir Regularitat 2

Theorem (,, Derivative-Array* Bedingung)

(E, A) regular

=

Vp e NVt eR: MP(t+) und MP(t—) haben vollen (Zeilen-)Rang,

—A E
—A E'—A E
MP = : : :
—AP)  E@)_pAlPD)  pE(p1)_ (I;)A(p-2) ... E
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Notwendige Bedingungen
[o] le]e}

Notwendige Bedingungen fiir Regularitat 2

Theorem (,, Derivative-Array* Bedingung)

(E, A) regular
=
Vp e NVt eR: MP(t+) und MP(t—) haben vollen (Zeilen-)Rang,

—A E
—A E'—A E
MP = : : :
—AP)  E@)_pAlPD)  pE(p1)_ (I;)A(p-2) ... E

Beweisskizze: Vp € N : £(P) £ (Ex — Ax)(P)
f=Ex—Ax=[-A E|(})
fl=Ex+(E —A)x—Ax=[-A E-A £ (%)
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Notwendige Bedingungen
[e]e] e}

Notwendige Bedingungen fiir Regularitat 3

Theorem (,,Impulse-Array" Bedingung)

(E,A) regular

=

Vp € NVt € R 3P € N : N'PP(t+) hat vollen (Zeilen-)Rang,

E E'—A E'"—A ... E(P)_A(P—l)
—E  —2E'4A --- —PEP=D 1 (p-1)AP—2)
NPP =
(=1)PE - -- (_1)p((5)Epr_(Pi;il)A(prfl))
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Notwendige Bedingungen
[e]e] e}

Notwendige Bedingungen fiir Regularitat 3

Theorem (,,Impulse-Array" Bedingung)

(E,A) regular
=
Vp € NVt € R 3P € N : N'PP(t+) hat vollen (Zeilen-)Rang,

E E'—A E'"—A ... E(P)_A(P—l)
—E  —2E'4A --- —PEP=D 1 (p-1)AP—2)
NPP =
(=1)PE - -- (_1)p((5)Epr_(Pi;il)A(prfl))

Beweisskizze:

weer: [ fo] L[ fiEa]

Stephan Trenn Institut fiir Mathematik, Technische Universitat llmenau

Regularitit von distributionellen DAEs



Notwendige Bedingungen
[e]ele] ]

Spezialfall: konstante Koeffizienten

(E,A) mit E,A € R™" ist regular
=

alle Matrizen
—-E A

—-E A
—-E A

haben vollen (Zeilen-)Rang

Tatsachlich gilt sogar Aquivalenz (Yip und Sincovec, 1981)
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Hinreichende Bedingung
[ Je]

ODEs und reine DAEs

(E,A) = {8\’/:41)) = (E,A) regular

wobei N strikte untere Dreiecksmatrix. D.h. ATPs fiir
x=Ax+f und Nx=x+f

sind eindeutig ldsbar.
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Hinreichende Bedingung
[ Je]

ODEs und reine DAEs

(E,A) = {8\’/:41)) = (E,A) regular

wobei N strikte untere Dreiecksmatrix. D.h. ATPs fiir
x=Ax+f und Nx=x+f

sind eindeutig ldsbar.

Bemerkung:
o ATP fiir X = —dgx hat eindeutige Lsung (ndmlich x = 0 auf [0, 00))
o Einzige konsistente Lésung von Nx = x ist x =0

Stephan Trenn Institut fiir Mathematik, Technische Universitat limenau

Regularitat von distributionellen DAEs



Hinreichende Bedingung
[ Je]

ODEs und reine DAEs

(E,A) = {8\’/:41)) = (E,A) regular

wobei N strikte untere Dreiecksmatrix. D.h. ATPs fiir
x=Ax+f und Nx=x+f

sind eindeutig ldsbar.

Bemerkung:
o ATP fiir X = —dgx hat eindeutige Lsung (ndmlich x = 0 auf [0, 00))
o Einzige konsistente Lésung von Nx = x ist x =0

Folgerung

enx ([ [ )]) = e

Stephan Trenn Institut fiir Mathematik, Technische Universitat limenau

Regularitat von distributionellen DAEs



Hinreichende Bedingung
oe

Geschaltete Systeme

Theorem
(E1, A1), (E2, A2) regular
=

VteR: (E,A):=(E1, A1)(—co,t) + (E2, A2)[t,00) reguldr
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Hinreichende Bedingung
oe

Geschaltete Systeme

Theorem

(E1, A1), (E2, A2) regular

=

VteR: (E,A):= (B, A1)(—co,t) T (E2, A2)[t,00) reguldr

Erlaubt Studium geschalteter Systeme
E,x=A,x+f
wobei (Ei, A1), (E2, A2), ..., (Ep, Ap) reguldr und
o:R—{1,2,...,P}

rechtseitig stetig mit lokal endlich vielen Spriinge

Stephan Trenn Institut fiir Mathematik, Technische Universitat limenau

Regularitat von distributionellen DAEs



Zusammenfassung

Zusammenfassung

o Definition Regularitdt von distributionellen DAEs
o Wesentlicher Bestandteil: Anfangstrajektorienproblem (ATP),
insbesondere inkonsistente Anfangswerte
o Stimmt im zeitinvarianten Fall mit klassischer Definition iiberein
o Kompatibel mit Systemiquivalenz
@ Losungsraum: Stiickweise glatte Distributionen
o Erlaubt distributionelle Einschrankung auf Intervalle
o Multiplikation von Distributionen (8% = 0)
@ Formulierung von notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
Regularitat
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