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Differential-algebraische Gleichungen
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Differential-algebraische Gleichungen

E(-)% =A()x+ B()u
E,A€ C*(R;R™"), B € C¥(R;R"™™)

Theorem (Campbell-Petzold 1983)
(1) analytisch lbsbar
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3U € C¥(R, Gl,), (f) = U~ 1x:
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Ox + Bi()u, [‘)-. }
N()X2 = X2 + B2() u, 0 ’ 0
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Differential-algebraische Gleichungen
oeo

Das schnelle System

Im folgende betrachte nur noch

N() % =x+ B(:) u.

Beispiel:

Offensichtliche Lésung:

= Inkonsistente Anfangsbedingungen mdoglich!
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Differential-algebraische Gleichungen
[e]e] J

Das schnelle System

Im folgende betrachte nur noch

N()x = x + B(-) u.

Beispiel:

Offensichtliche Lésung:
X1 _ —[l
x |\ —u
= Differenzierbarkeit von u erforderlich!
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Distributionen
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Distributionen

D:={ F:® — R |F linear und stetig } = ¢’
¢ = { ¢ C°(R;R) | suppg ist kompakt }
o Beriihmtestes Beispiel: Dirac-Impuls ¢ : ¢ — ¢(0).
o LL "C"D: fHi{s}= f]R f(t)o(t)dt.
o Dist "C®": (DF){¢} = —F{}.

o a € C®(R;R), FeD: (aF){¢} = F{ap}
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Distributionen
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Distributionelle DAE

Fir X € D" und U € D™ betrachte

N(-YDX = X + B(-)U. (2)

DAE (2) besitzt fiir jedes U € D™ die eindeutige Lésung

n—1
X =-> (ND)'BU.

i=0
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Distributionen
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Problem mit distributioneller Sicht

X :® — R”, was ist Anfangswert zur Zeit t = 07
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Distributionen

[e]ele] lo}

Stiickweise stetige Distributionen

Fir MCRsei ®lyy:={¢pcd |suppp CM }.

Definition (Cobb 1984)

Fiir i € N ist

Dypwci == { FeD

0 € Dpwe mit g =0und T = {0}.

Jg € G, (R,R) 3T C R diskret : }

F|¢'|]R\T = gD“NR\T

Fakt
FeDpcin = DF €Dy
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Distributionen
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Stiickweise stetige Distributionen als Losung

Fiir u € C}, ' (R; R) sei X € D die eindeutig bestimmte Lésung von
NDX = X + Bup.
Dann ist X € Dpuc.

= Auch Eingangssignale mit Spriingen liefern nun Lésungen!

Definition

Fiir X € Dpwc mit zugehdrigem g € Cow(R; R) und 7 € R ist

X(t+4) = tierrg(t)
X(t—) := lim g(t)

==
= Der Begriff Anfangswert macht nun Sinn.
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Anfangswertprobleme
@00000

Losung einer DAE

Erinnerung

Die distributionelle DAE
NDX = X == BU]D)
hat fiir v € CJ, ' (R;R) die Losung

n—1

X =Y (ND)'Bup € Dpyc.
i=0

Die Anfangswerte X(0—) und X(0+) sind durch das Eingangssignal u in
der Umgebung von 0 eindeutig bestimmt.
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Anfangswertprobleme
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Inkonsistente Anfangswerte

Problem
X(0—) und X(0+) liegen im Allgemeinen in einem echten Unterraum

von R"!
Was soll ein Anfangswertproblem mit unzuldssigem Anfangswert sein?
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Anfangswertprobleme
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Einschrankungen stiickweiser stetiger Distributionen

Definition (Cobb 1984)

Die Einschrankung einer Distribution F € Cywc auf ein Intervall [7, 00) ist
definiert durch

F[.,.7oo) . d) — R,
b 0, falls suppg C (—o0, 7],
F{¢} — f;s g(s)¢(s)ds, falls suppp C [t — ¢, 00),

wobei g € G, so gewahlt wurde, dass F|¢|(T75 "= gD’¢|(775 e

Fakt
F e Dpwci = F[.,-’oo) S Dpwci
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Anfangswertprobleme
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Definition Losung eines Anfangswertproblems

Betrachte
NDX = X + BU. (3)

X € Dyt ist Losung des Anfangswertproblems (3), X(0—) = xo € R”
<
e X(0—) = xo und

o JU € Dy, mit X erfiillt die “abgeschnittene” DAE

(N'DX)[o,OC) =(X+ BU)[07OO).
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Anfangswertprobleme
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Keine eindeutige Losung mehr

Mehrdeutigkeit der Lésung

Das Anfangswertproblem besitzt keine eindeutige Losung X € D”.
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Anfangswertprobleme
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Charakterisierung der Losung zu Anfangswertproblemen

Fiir U € Dpuc mit U= U o) gilt:

X € Dy ist Losung des Anfangswertproblems NDX = X + BU,
X(0-)=xp € R"

<~
X(0—) = xo und Z = Xg,oc) ist Lésung von

NDZ = Z + BU[O,oc) + Nxo6.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

@ Es wurden klassische DAEs vorgestellt und welche Probleme
auftreten kdnnen:

o Keine klassische Lésung wegen inkonsistenten Anfangswerten

o Keine klassische Lésung wegen nicht-glatten Eingangssignalen
o Als Ausweg wurden distributionelle DAEs betrachtet

o Problem des Anfangswertes bei Distributionen allgemein

o Einschrankung auf stiickweise stetige Distributionen
o Anfangswertproblem fiir distributionelle DAEs:

o Problem der inkonsistenten Anfangswerte bleibt bestehen

o Neue Definition fiir Lésung eines Anfangswertproblems
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